Matematisk statistik TMS063
Tentamen 2018-10-12

Tid: 8:00-12:00 Tentamensplats: SB

Hjilpmedel: Bifogad formelsamling och tabell samt Chalmersgodkénd réiknare.
Kursansvarig: Olof Elias

Telefonvakt/jour: Olof Elias, 0762026293. Till salen ca 9.30 och 11.30
Betygsgrinser: For betyg 3, 4 resp. 5 krdvs minst 12, 18 resp. 24 poéng.
For att bli godkind pa kursen kravs godként pa tentan och godként resultat
pa bada flervariabel-duggorna.

Till varje uppgift skall fullstéindig 16sning ldmnas!

1. Antag att man kastar tva vanliga tdrningar oberoende av varandra. Avgor
om héndelserna

A = {Summan av tdrningskasten dr udda},

B = {Produkten av tdrningskasten &r jimn}

ar oberoende eller ej. 5 podng
Losning. Det finns tva sétt att 16sa denna uppgift. Det ena &r att obser-
vera att

ANBCB

vilket direkt implicerar att A och B inte kan vara oberoende.
Det andra ar att berédkna sannolikheterna:

Detta gors enklast om man ritar upp alla utfall i xy-planet. Vi rdknar
forst ut P(A N B). Vi observerar foljande

ANB = { Ena térningen maste visa ett och den andra maste visa jamnt}.
Detta ger en sannolikhet pa
P(ANB)=16/36,

da dom enda mojliga utfillen &r: {(1,2),(2,1),(1,4),(4,1),(6,1),(1,6)}.
A andra sidan s& far man

P(A)=1/2,P(B)=1-9/36 =3/4

vilket ger
1 3
P(ANB)==# =
( )=573

2. Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med férdelningsfunktion

0 x <0,
Fx(x) = {sin(z) z€[0,7/2],
1 x>m/2.



Bestam tatheten samt vinteviardet av X. 242 poing
Lo6sning: Téatheten ges av

0, z <0
fx(z) = cos(z), =€ (0,7/2)
0, x>m/2

vilket ger vantevérde:
w/2 1
EX] = / v cos(z)dar = J (r— 2).
0

. Lat N(t) vara en Poisson process sadan att vintevirdet av N(3) &r 7.

(a) Bestdm intensiteten och berikna sannolikheten att man maste vinta
minst 4:a tidsenheter tills att man observerar forsta hiandelsen. 142
poang

(b) Beriikna sannolikheten att man observerar 2 eller fler hindelser i
intervallet [0,4]. 2 poéng

Lo6sning: Intensiteten bestdms av
BA=E[N33)]=7T=A=7/3.
Lat X vara tiden tills forsta hidndelse. Da dr X ~ Exp(\) vilket ger
P(X >4)=e 5%,

Att beriikna (b) gors genom :

. Lat X vara en diskret slumpvariabel som antar viirdena {0,1} definerad
enligt

P(X =0)=c¢(o)a, P(X =1)= %,a > 0,

dér ¢ dr en funktion av a som gor att ovanstaende uttryck dr en téthet.
Lat zy,...,x, vara ett observerat stickprov fran X. Berikna Maximum-
likelihood skattaren av . 6 poing

Losning: Vi borjar med att bestdmma c(a):

-1
1 @
P(X—0)+P(X—1)—1<:)c(a)—(a—l—a) 1T
vilket ger
P(X—O)—Lz P(X=1)= —
1+ 7 14a?

Lat k = > | x; vara antalet 1:or ur vart stickprov da ges likelihoodfunk-
tionen ges av
— - — _ 1 2(n—k)



vilket ger log-likelihood:
l(a|z) = 2(n — k) log(a) — nlog(1 + a?).
Derivatan ges ddrmed av

(alz) = 2(n—k)  2an _ _2(ka2 +k—n)
! 1+ a? ala? +1)

Da téljaren dr negativ for tillrackligt sma « och positiv tillriackligt stora «
sa ar det tydligt att I’ byter tecken nagonstans vilket svarar mot maximum
likelihood-skattaren. Detta maximum fas av att sétta I(a) = 0 vilket ger

. Ett nytt parti kallat Bestdmmarna planerar att ge sig in i kommunalvalet
i Vilhelmina kommun ar 2022. For att forsoka uppskatta sin chans till att
fa ett mandat i kommunen undersoker de vad folket tycker om att virma
fisk 1 microvagsugnen, Bestimmarnas hjirtefraga. Av de 100 personer som
deltog i undersdkningen svarade 62 personer att de emot anvindandet av
microvagsugn.

(a) Ange ett tvasidigt 99%-igt konfidensintervall fér den sanna propor-
tionen p. 2 podng

(b) Hur stort maste stickprovet vara for att halvera lingden i konfi-
densintervallet i (a) om man anvéinder sig av samma signifikansniva.
3 poing

Losning:

(a)

Konfidensintervallet ges av

100 100 100
(b)

Hir kan man bade anviinda sig av den skattade kvantiteten p = 62/100
eller lata p = 1/2 vilket ger en 6vre skattning pa n.

2 2 2
02 2.576\/<6(1 - 6)> /100 = [0.494964...,0.745036...] = I

Léngden av intervallet blir da
|| =~ 0.25

Lat p = 62/100, vi har att
2
51— p Az o /PO — P
2200/ ) 112 0 = (a/? # p>>

. I en fabrik produceras forpackningar som pastas rymma 1 liter. For att
sikerstélla kvalitén tar man ett stickprov pa 50 forpackningar och miéter
déarefter dess volym. Utifran detta stickprov erhaller man foljande

T=134s>=209.



Vilj signifikansniva, still upp ldmplig hypotes och testa darefter om férpackningarna
faktiskt rymmer 1 liter. 5 podng
Losning: Lat o = 0.05. Hypotesen ges av

H()I/J,:].
Hy:p#1.

Man kan genomféra testet pa olika sédtt. Enklaste dr kanske att normal-
approximera teststatistikan och déarefter berdkna p-véirdet som ges av

2(1 - (I)qtobs))

dar
tobs = (T —1)/(s*/\/n).



